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摘 ， 要 : 对 任意 正 整数 m, 著 名 的 Smarandache 函 数 8(m) 定 义 为 最 小 的 正 整 数 丸 使 得 
咱 1ll ,或 者 SUO)= minfoa : 川 克 ,AME N}. 而 函数 Z(1) 定 义 为 最 小 的 正 整数 天 使 得 7 
委 大 (及 D 12, 即 就 是 Z(1)= min{K: 下 大 ( 夺 了 /12}. 本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 及 
解析 方法 研究 复合 函数 S(Z(1z)) 的 均值 ,并 给 出 一 4 钱 强 的 渐 近 公式 . 
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对 于 任意 正 整 数 ” ,我们 定义 本 数 8(z) 为 最 小 的 正 整 数 普 使 得 本 下 : 即 就 是 So) = 
minfza: 7E N, 川 中】 而 画 数 Z(0o) 定 义 为 最 小 的 正 整 数 K 使 得 生 (GE 1) 712, 即 就 是 Z(m) 
= _ minfi: ES& K(E+ 1) 12. 通常 我 们 称 函 数 8(z) 为 Smarandache 本 数 它 是 美 籍 罗 马 尼 亚 
著名 数论 专家 下 Smarandache 教 授 在 文 [1] 中 提出 的 ,并 建议 人 们 研究 它 的 各 种 性 质 .而 丁 数 
Z(z) 是 罗马 尼 亚 著名 数论 专家 Josef Sandor 教 授 在 文 [23] 中 引 大 的 ,同时 研究 了 它 的 各 种 
初等 性 质 获得 了 一 系列 结果 .从 画 数 S(z) 的 定义 ,我 们 很 容易 推断 出 如 果 = zz … 上 由 是 
7 的 标准 素 因 数 分 解 式 ,那么 

SU0D) = may{S(P () 
例如 : S(D = 18(20) = 2,8(3)= 3,S(4)= 4.8(3)= 58(0= 3,8(7 = 7,8(8) = 4,89(9) 
= 6,8(10)= 5…… .关于 S(o) 的 算术 性 质 ,有 许多 学 者 进行 过 研究 获得 了 不 少 有 重要 理论 
价值 的 研究 成 果 .例如 , 文 [4] 研 究 了 Smarandache 函 数 的 有 界 性 问题 ,得 出 了 本 数 S(z) 的 上 
下 界 估 计 . 即 就 是 证 明了 
-DT ESD 有 (DT logT+ 1 
文 [5] 研 究 了 S(z) 的 均值 性 质 给 出 了 该 函数 均值 的 一 个 渐 近 公式 


so- 4 


12 ln X 1nxX 
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文 [6] 研 究 了 S(z) 的 值 分 布 问题 ,获得 了 下 面 更 深刻 的 结果 : 
设 P(2) 表示 的 最 大 素 因 子 , 则 对 任意 实数 x > 1, 我 们 有 渐 近 公式 : 


人 
2 4 局 
其 中 妆 s) 表 示 Riemann zeta- 范 数 . 

此 外 文 [7] 研 究 了 一 个 包含 8(z) 的 方程 的 可 解 性 ,证 明了 对 任意 正 整数 房 2, 方程 

(JI+T 1112+ + 1 = (+ (2)+ 十 (1 ) 
有 无 穷 多 组 正 整 数 解 (mi ,ma ,max ). 
后 来 , 几 位 作者 对 文 [7] 作 了 推广 和 延伸 ,如 文 [3] 进一步 证 实 对 任意 正 整 数 成 2, 存 在 
无 限 多 组 正 整 数 (ma ,ma ,mx) 满足 不 等 式 
(1I+ 1112+ …+ 71) > OU+ 9(12)+ 二 (1 ) 
同样 又 存在 无 限 多 组 正 整 数 (mi,ma ,… ,mx) 使 得 
(1I+ 7112+ … 和 + 71) < + (12)+ 二 (1 ) 
文 [8] 还 证 明了 更 强 的 结论 : 即 就 是 如 果 正 整数 上 和 闫 满足 下 面 三 个 条 件 之 一 : 
(a) 丰 > 2 和 7 之 ] 均 为 奇数 ; 
(b) 户 5 为 奇数 ,mm 过 2 为 偶数 ; 
(c) 任意 偶数 浓 4 和 任意 正 整数 六 ， 

那么 方程 mm Sai+ ma+ …+ = So)+ So)+ …+ SOor), 有 无 穷 多 组 正 整 
数 解 mt,7za ,… ,mx ) . 

同时 文 [8 ] 还 提出 对 任意 正 整数 [及 之 2 是 否 存在 无 限 多 组 正 整数 (mi ,m2… ,mo) 满 
足 方 程 8S(mai+ 2+ …+ 1)= mm (Son)+ SO)+ … + SOar). 

本 文 的 主要 目的 是 研究 复合 函数 S(Z(m) ) 的 均值 问题 . 关于 这 一 内 容 ,至 今 似乎 没有 人 
进行 研究 甚至 也 不 知道 它 的 主 项 是 什么 ?本 文 利 用 初等 及 解析 方法 首次 研究 了 这 一 问题 ,并 
给 出 一 个 较 强 的 渐 近 公式 .具体 地 说 也 就 是 证 明 下 面 的 : 

定理 ” 设 三 2 为 给 定 的 整数 . 则 对 任意 实数 x > 1; 我 们 有 渐 近 公式 


2 2 味 人 ， 蕊 二 
其 中 c( = 2, 3… ER 
特别 当 大 = 1 时 我 们 有 下 面 更 简单 的 : 


推论 “对 任意 实数 x > 1 我 们 有 渐 近 公式 2，S(Z(D)) = 3 人- + | | 


2 定理 的 证 明 


这 于 我 们 用 初等 及 解析 方法 直接 给 出 定理 的 证 明 . 事 实 上 在 和 式 


1 1 1 1 1 1 
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2 3S(Z(D ) (2) 
中 注重 到 如 果 Z(0D = 六 那么 当 m -= Dom 2+ 长 发 mt+ 了 7] 时 都 有 Z(0o = 六 .也 就 


是 说 方程 Z(n) = 产 有 六 个 解 m= 如 二 1 全 二 2… ,二 如 > .由 于 Er， 


所 以 由 文 [2] 知 当 ZU = 普 时 ,满足 长 AS 一 全 二 | 于 是 主意 到 S(o)< "我 们 有 
2 SCZ0D)= SOD=- mr SOD+ 0OG)= 之 站 SO)+ O0) (3) 


这 &+ 1- 1 必 2 
Z(1)= 丸 1E 三 2 


现在 我 们 将 所 有 整数 长 mw 六 分 为 两 个 集合 4 与 B ,其 中 集合 4 包含 所 有 那些 满足 存在 
素数 p 使 得 吕 m 且 p> 六 的 正 整数 mm; 而 集合 有 包含 区 间 [1， 2x ] 中 不 属于 集合 4 的 那些 
正 整 数 . 于 是 利用 性 质 ( D 我 们 有 : 

7 相 SU ) = 2 mi， SUOn) = 之 mp SUmD) 


六 |， 责 <P 7 < 万 

= 2 mp'p= 之 由 志 P (4) 
夺 7FE [ 
11< 亡 下 < 全 一斑 


设 (xz) = > 1 于 是 利用 Abq 求 和 公式 ( 参 阅 文 [9] 中 定理 4 分 分 部 积分 法 以 及 素数 定理 
傍 阅 文 [10] 第 三 章 定理 2) c(x) = 交 1 


1 珍 

其 中 c( = 1 2… ,大 ) 为 常数 且 c = 1. 我们 有 

> 严 = 交 ， [本 -7 | ” 27 5(O)d 
117 171 7 


(5) 
其 中 为 可 计算 的 常数 .于 是 注意 到 >，- 点 = 邢 , 并 结合 (4) 及 (3) 式 可 得 : 


3 大 3 3 
1 (2x)2 1 0 (2x)7 ln 六 区 
9(Z 三 二 -一 十 
守 ， 9 ln 有 之 .2 1 la 2x 攻 加 
条 
二 忆 BE 3 而 
18 ln2x 全 区 1 


其 中 广 为 可 计算 的 常数 ， 
现在 我 们 讨论 集合 中 中 的 情况 .由 ( 1) 式 及 集合 8 的 定义 知 对 任意 mE 8, 当 疡 的 标准 分 
解 式 为 必 = 珊 … 下 时 ,我 们 有 
Sn) = max{S() 必 maxfTz 发 放 nm (7) 
于 是 由 (7) 式 我 们 有 : 
2 mm Sn j 攻 2 帮 ， lnms >) 则 -DonE lnx (8) 
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由 集合 4 及 姻 的 定义 并 结合 (3),(6) 及 (8) 式 我 们 有 
2 S(Z(D ) SC) + 6(z)= 之 1” S(7a + 1 SOa)+ Or) 


压 


人 


村 = 1 2x 1 
其 中 mi = 2,3… ,1 旭 为 可 计算 的 常数 .于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 
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A composite function involving the Smarandache function 
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Abstract For any positive integerm，the famous Smarandache function S(P) is defined as the 
smallest positive integer 7 such that zl ml ，orS)= minfm: mm ,ME N}，And the 
funetion Z(m) is defined as the smallest positive integerK such thatK ( 夺 了 2. Thatis ， 
Z(O)= min(k: 秋 K( 乒 1)2 改 N} Themainpurposeof this paperisusing theelementary 
methods and the analytic methods to study the mean value properties of the compostie 
function 9(Z(2)) ,and give asharper asymptotic formula for it. 
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